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Introduión
"Fratals Everywhere"de Mihael F. Barnsley"La geometría Fratal ambiará a fondo su visión de las osas.Seguir leyendo es peligroso. Se arriesga a perder de�nitivamentela imagen inofensiva que tiene de nubes, bosques, galaxias,hojas, plumas, �ores, roas, montañas, tapies, y de muhasotras osas. Jamás volverá a reuperar las interpretaiones detodos estos objetos que hasta ahora le eran familiares."
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Introduión¾Cuál es el omún denominador de las siguientes imágenes?
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¾Qué es un fratal?Un fratal es un objeto geométrio uya estrutura básia,fragmentada o irregular, se repite iterativamente a varias esalas. Eltermino fue propuesto por el matemátio Benoît Mandelbrot en 1975.

• Los Fratales son los objetos matemátios que onforman laGeometría de la Teoría del Caos. La Geometría Fratal estambién onoida omo la "Geometría de la Naturaleza".
• La Geometría Fratal es un nuevo lenguaje; ya que los puntos,retas, esferas, elipses y demás objetos de la geometríatradiional son reemplazados por algoritmos iterativosomputaionales que permiten desribir sistemas naturales,aótios y dinámios.
• Un fratal es un objeto en el ual sus partes tienen algunarelaión on el todo. 5 / 40
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¾Cuáles son las propiedades de un fratal?

1 Irregularidad: No puede ser desrito en términos geométriostradiionales (Eulidianos).2 Auto-similitud: Su forma es heha de opias más pequeñas de lamisma �gura a diferente esala, aunque pueden estarligeramente deformadas por algún difeomor�smo. Las opias sonsimilares al "todo": misma forma pero diferente tamaño.3 Dimensión fraionaria: no es entera.4 Reursividad: Se de�ne mediante un simple algoritmo reursivo.
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Dimensión fratal
Desde muy temprano en la eduaión matemátia (GeometríaEulidiana) se aprende que un punto tiene dimensión 0, que una líneatiene dimensión 1, que las �guras planas tienen dimensión 2 y que lasespaiales tienen dimensión 3. Estas dimensiones que orresponden anúmeros enteros y son invariantes ante homeomor�smos.
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Dimensión fratal
Tomando un uadrado, el mismo puede ser dividido en uatrouadrados ongruentes y deir que el fator de ampliaión es 2, o demanera similar, si se desompone en nueve triángulos ongruentes aluadrado iniial.Se die que el fator de ampliaión es 3. Como generalidad se puedeexpresar que el uadrado se puede desomponer en n2 opias de símismo. Si se hae un razonamiento análogo a partir de un ubo, elmismo se puede desomponer en n3 partes iguales. Así, se puedegeneralizar la fórmula:
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Dimensión fratal

nD = Ndespejando
D =

log N

log ndondeN: Número de opias semejantes a la �gura original.n: Fator de ampliaión que se debe apliar para obtener la�gura original.D: La dimensión fratal. 9 / 40
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Dimensión fratal
En general, las �guras fratales presentan una dimensión fratal quepuede ir de 0 a 1 para las �guras que no están onetadas (e.g. elpolvo de Cantor); de 1 a 2 para las �guras onetadas (e.g. la urvade Koh) y de 2 a 3 para aquellas que empiezan a llenar un espaiotridimensional.
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¾Cuáles son las propiedades de un fratal?Los fratales pueden presentar tres tipos de auto-similitud:1 Auto-similitud exata: Exige que el fratal pareza idéntioa diferentes esalas.2 Cuasi-auto-similitud: Exige que el fratal parezaaproximadamente idéntio a diferentes esalas. Losfratales de este tipo ontienen opias menores ydistorsionadas de si mismos.3 Auto-similitud estadístia: Es el tipo más débil deauto-similitud, se exige que el fratal tenga medidasnumérias y estadístias que se preserven on el ambio deesala. 11 / 40
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Fratales en la naturaleza
Uno de los ionos de la ultura popfratal, el bróoli Romaneso, mani�estaun exquisito diseño fratal representandoel espiral dorado, la proporión áureapitagória ontenida también en losnúmeros de Fibonai: una estruturafratalizada en la que ada porión naede la anterior y gesta la siguiente,originada por el fator π.
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Fratales en la naturalezaEsta imagen satelital nos muestra ungrupo de los llamados vórtie de nubes,patrones sublimes formados por laperfeión de un azar aprihoso: presiónatmosféria, viento, densidad yhumedad.Los helehos son uno de los ejemplosmás omunes de seuenias auto-símiles,en las uales el patrón que develanpuede ser matemátiamente generado yreproduido en ualquier magni�aión oreduión de su esala. 13 / 40
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Fratales en la naturalezaComo si se tratara de las arterias de unviolento pero lumínio dios, losrelámpagos aeden espontáneamente aun algorítmio fratal en uestión deinstantes para luego disolverse.El agua ristalizada forma patronesrepetitivos que han originado lasprimeras urvas fratalizadas de las quese tiene notiia, las urvas de Koh.
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Fratales naturales
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Fratales naturales
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Fratales naturales
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Fratales matemátiosLa alfombra de Sierpinski1 Se omienza on un uadrado.2 El uadrado se orta en 9 uadrados ongruentes, y se elimina eluadrado entral.3 El paso anterior vuelve a apliarse reursivamente a ada uno delos 8 uadrados restantes.

Figura: Alfombra de Sierpinski 18 / 40
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Fratales matemátiosEl Heleho de BarnsleyEl algoritmo desarrollado por Barnsley es un ejemplo de un Sistemade Funiones Iteradas (IFS, por su arónimo en inglés Iteratedfuntion System) para rear un fratal. En sí, el usó fratales paramodelar un diverso rango de fenómenos en ienia y tenología,aunque más espeí�amente estruturas de plantas.

Figura: Heleho de Barnsley 19 / 40
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Fratales matemátiosDesrita en 1926 por Karl Menger mientras exploraba el onepto dedimensión topológia.La esponja de Menger1 Comenzamos on un ubo.2 Dividimos ada ara del ubo en 9 uadrados. Esto subdivide elubo en 27 ubos más pequeños.3 Eliminamos los ubos entrales de ada ara y el ubo entral,dejando solamente 20 ubos.4 Repetimos los pasos para ada uno de los veinte ubos restantes.
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Fratales matemátiosEl opo de nieve de Koh1 Se toma un segmento y se divideen tres partes iguales.2 Se reemplaza la parte entral pordos partes de igual longitudhaiendo un ángulo de 60◦.3 Con los uatro segmentos, seproede de la misma manera, loque da lugar a 16 segmentos máspequeños en la segunda iteraión.4 Se realizan las iteraionessuesivamente. Figura: La urva de Koh21 / 40
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Fratales matemátiosPara alular la dimensión de la urva de Koh, primero se le oloauna uadríula de uadros grandes y se uentan los uadros por losque pasa la urva; en este aso son 7. Como segundo paso, se leoloa una red de uadros uyo lado sea la mitad de los uadros de laprimera red y nuevamente se uentan los uadros por los que pasa laurva; en este aso son 20.
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Fratales matemátios
Luego se aplia la formula
D =

log 20 cuadros chicos
7 cuadros grandes

log 2
= 1,51457317283
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Fratales matemátios
Esfera ornuda de AlexanderEs una esfera bidimensional embebida en
R

3. Fue desubierta en 1924 por elmatemátio James Alexander. Desritade modo informal, se onstruye, omomuestra la �gura, saando dos uernos auna esfera, aproximándolos, dividiendoen dos ada uno de los uernosanteriores y volviéndolos a aproximar,repitiendo el proeso inde�nidamente. Figura: Esfera ornuda deAlexander 24 / 40
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Fratales matemátios

Figura: Atrator de Lorenz 25 / 40
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Análisis matemátioEn ierta oasión Rihard Feynman, el físio ganador de un premioNobel, ontó la siguiente anédota en televisión:Tengo un amigo que es artista y a vees adopta una atitud on laque no estoy en absoluto de auerdo. Coge una �or y die: �Miraque hermosa es�, y en eso si estoy de auerdo. Y luego die:�Ya loves, yo, omo soy artista, puedo ver lo hermosa que es, y en ambiotú, omo eres un ientí�o, lo desmontas todo hasta que se onvierteen algo gris e insulso�. Y yo pienso que mi amigo está un poo loo.Para empezar, la riqueza que él ve, está disponible a otras personas ytambién a mí, aunque puede que yo no sea tan estétiamenteso�stiado omo él. Pero puedo apreiar la belleza de una �or. Almismo tiempo, veo muhas más osas que él en una �or. 26 / 40
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Análisis matemátio
Puedo imaginarme las élulas de que se ompone y las ompliadasaiones que tienen lugar en su interior, que también tienen subelleza... El heho de que los olores de la �or hayan evoluionadopara atraer a los insetos que las han de polonizar es interesante,signi�a que los insetos pueden ver el olor. y sugiere una pregunta:¾Existe también este sentido estétio en las formas inferiores? ¾Porqué es estétio? [...℄ Un onoimiento ientí�o no hae sinoaumentar la emoión, el misterio y el sobreogimiento que produeuna �or. Solo suma. No veo omo podría restar.
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La ara de la guerra: el fratal de DalíLa onstruión del opo de nieve de Koh se realiza mediante lossiguientes pasos:Pintada en 1940, óleo sobre lienzo,medidas de 64 [cm℄ × 79 [cm℄ yloalizada en el Museo Boymans-VanBeuningen en Rotterdam, Holanda. Esuna de las obras más impatantes,obsuras y representativas de Dalí.Utilizando olores ores, en algunosmomentos obsuros y bajo un desoladorpaisaje, se onsidera que es unapremoniión ya que fue trabajada entreel �n de la Guerra Civil Española y eliniio de la Segunda Guerra Mundial. 28 / 40
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La ara de la guerra: el fratal de Dalí
Muestra un ráneo deapitado en uyorostro es posible observar la angustia, elllanto y dolor y en uyas avidadesorbitarias y bual, se enuentran otrosrostros de las mismas araterístias queel anterior y on las mismasmanifestaiones, a su vez, esos rostrostambién se enuentran oupados poraras semejantes, en una imagen in�nitade desolaión, muerte e interminablesufrimiento ausado por lasonseuenias de la guerra. 29 / 40
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La ara de la guerra: el fratal de Dalí
Desharnes desribió la pintura omotener ojos llenos de muerte in�nita,re�riéndose a los efetos reursivospuestos en marha por auto-similitud.
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La ara de la guerra: el fratal de Dalí
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El gato helehoPintada en en 1957, óleo sobre masonite de 67 [cm℄ × 30 [cm℄.inspirado en el sueño de su amiga Eva Sulzer:Un día tuve un sueño y se lo narré aRemedios, soñé que paseaban por eljardín unos gatos que se habíanonvertido en helehos, pero los helehosno estaban pegados al gato on sumisma forma sino que era omo sisalieran de ellos. Remedios pintó eseuadro, El gato heleho, y me lo regaló...
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El gato heleho
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El gato heleho
El gato heleho es una obra de RemediosVaro, donde pintó dos gatos uyosuerpos están onstruidos de helehos adiferentes esalas y adaptados en talla ala morfología de las �guras felinas. Apartir de la onstruión del "Heleho deBarnsley"puede apreiarse la naturalezafratal de los helehos de Varo, losuales pueden onstruirse a partir detriángulos on ierto difeomor�smorepetidos a diferentes esalas. 34 / 40
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El gato heleho
El onjunto de los helehos de la imagende la pintora esta subordinado alontorno del gato, que sigue siendo ungato. Esto responde a un riterio dejerarquiá; una jerarquía que arrastra almismo tiempo la irreversibilidad de la�gura: la imagen del gato se impone yobliga a ver ada hoja de heleho omoun órgano transformado y no a la inversa
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Los fratales de Esher
Se desonoe si alguna vez llegó amanejar el término fratal, aunque bienes ierto que desarrolló on freueniaestruturas matemátias omplejas yavanzadas. Parte de su obra inluyeelementos relaionados on el in�nito.Según omentó, su aproximaión alin�nito surgió del modelo de Poinaré,en el ual se puede representar latotalidad de una super�ie in�nitaenerrada en un írulo �nito. Figura: Cirle Limit I36 / 40
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Los fratales de Esher
Con la partiión regular de la super�ieno se ha obtenido todavía la idea delin�nito, sino sólo un fragmento de él. Sila super�ie fuese in�nitamente grandeneesitaríamos in�nitas partes paraubrirla en su totalidad. La idea essenilla, se trata de ir dibujando �gurasque enajen entre sí rellenando el planoy que poo a poo van aumentando odisminuyendo de tamaño (según sea elaso) hasta dar la impresión de que hayun número in�nito de ellas. Figura: Cirle Limit II37 / 40
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Los fratales de Esher
El método usado por Esher paraenajar un número in�nito de �guras enun espaio �nito onsistía en tomarobjetos uyas áreas sigan la regla: 1/2,1/4, 1/8, 1/16, ... y así suesivamente.Si sumáramos todas sus áreastendríamos la expresión:
1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + ..... = 1, quees una serie onvergente que suma launidad. Figura: Cirle Limit III38 / 40
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Los fratales de Esher
Con este tipo de diseños paree queEsher no sólo quiso expresar el in�nito,sino también la idea de latransformaión ontinua. Los pees sonmuy pequeños al naer y poo a poo sevan desarrollando y aumentando detamaño, hasta que llega un momento enque empiezan a disminuir de nuevo paraaabar tal y omo omenzaron,pequeños. Figura: Cirle Limit IV39 / 40
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Graias
GRACIAS POR SU ATENCIÓN
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